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Plan du cours

Q Systemes a temps discret
@ Echantillonage
@ Blocage
@ Quantification

e Transformée en z
@ Définition et propriétés
@ Transformées usuelles
@ Laplace = Transformée en z
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Echantillonage
Blocage
Quantification

Systemes a temps discret

Pourquoi le discrétiser le temps ?

Contréle analogique :

@ Composants analogiques (A.O., dipoles linéaires,
transistors...) : temps continu.

@ Difficilement programmable : manque de flexibilité,
dimensionné pour une application

Contrdle numérique :

@ Correcteurs a temps discret : présence d’'une horloge de
synchronisation.

@ Facilement programmable : tres flexible, facilement
portable.
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Echantillonage
Blocage
Quantification

Systemes a temps discret

Interfacage discret-continu

Dans les systémes réels :
@ Pilotage : temps discret
@ Systéme réel : temps continu

= Passage de I'un a l'autre :
@ Temps continu = Temps discret : Echantilloneur
@ Temps discret = Temps continu : Bloqueur

A chaque passage temps discret = temps continu :
quantification
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Echantillonage
Blocage
Quantification

Systemes a temps discret

Echantillonnage des signaux

@ A un rythme régulier : a chaque période d’horloge T.

x(t) x(nT')
1.0 1.0
0.6 0.6
i
-0.6 -0.6
10 t -1.0
0 100 200 300 0 100 200 300

@ La valeur échantillonnée est conservée pendant toute la
période : blocage.

@ La valeur analogique bloquée est convertie en valeur
numérique.
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Echantillonage
Blocage
Quantification

Systemes a temps discret

Limite frequentielle a I'échantillonnage des signaux

@ Si le signal varie trop rapidement par rapport a période
d’horloge T.

1.0 1.0

00 1 200 600 1000 uT
On ne peut pas reconstruire le signal d’origine.

@ = étude de I'échantillonnage dans le domaine fréquentiel :
formulation de Nyquist (1928) et Shannon(1948).
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Echantillonage
Blocage
Quantification

Systemes a temps discret

Echantillonnage dans le domaine fréquentiel

Opération d’échantillonnage at = 0.

X(0) = / T st

—00

Opération d’échantillonnage at = nTe.

x(nTe) = /+Oox(t)5(t —nTe)dt

—0o0

= X(nTe)d(t — nTe)
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Echantillonage
Blocage
Quantification

Systemes a temps discret

Echantillonnage dans le domaine fréquentiel (2)

Soit un "peigne" de Dirac : s(t) = Z d(t —nTe)

nNn=-—o0

11111

La série échantillonnée y(t) d'un signal est obtenue en
multipliant le signal x(t) avec le peigne s(t) :

(e}

y(t) = x(nTe)s(t — nTe) = x(t Zé (t —nTe)

—00
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Echantillonage
Blocage
Quantification

Systemes a temps discret

Echantillonnage dans le domaine fréquentiel (3)

La transformée de Fourier du signal échantillonné est donc le
produit de convoution des TF du signal et du peigne de Dirac :

Y (W) = /_OO X (w — v)S(v)dv

or on sait que la transformée de Fourier du peigne de Dirac
est un peigne de Dirac dans le domaine fréquentiel

S(v) =K Z 0(v — kwe)

k=—o00
On adonc:

Y((,u):/OO X(w—v) [K Z (5(U—kwe)] dv

> k=—o0
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Echantillonage
Blocage
Quantification

Systemes a temps discret

Echantillonnage dans le domaine fréquentiel (4)

Or, on remarque que :
/ X(w—v) [0(v — kwe)]dv = X (w — Kwe)

On en déduit donc :

Valentin Gies Réseaux et informatique embarquée



Echantillonage
Blocage
Quantification

Systemes a temps discret

Echantillonnage dans le domaine fréquentiel (5)

Transformée de Fourier du signal échantillonné :

@ La TF du signal échantillonné est la somme des
reproductions de la TF du signal original décalées de kwe.

= Ll
|l VOUN

fe  2fc 3fc f
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Echantillonage
Blocage
Quantification

Systemes a temps discret

Echantillonnage dans le domaine fréquentiel (6)

Reconstruction du signal d’origine : La reconstruction du
signal d’origine ne peut se faire que si :

@ Enfiltrant la TF du signal échantillonné, on peut retrouver
la TF du signal d’origine.

. -
> T

! ' + : —
0 fe 2 3c f 0 fe  2fe 3fe f
fig: Signal reconstructible fig: Signal non reconstructible

@ Le signal n’est pas reconstructible lorsqu’il y a repliement
de spectre ou aliasing
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Echantillonage
Blocage
Quantification

Systemes a temps discret

Echantillonnage dans le domaine fréquentiel (7)

Reconstruction du signal d’origine : Théoréme de Shannon

@ Condition suffisante a la reconstruction de signaux
simples : un signal numérique échantillonné peut étre
reconstruit si sa transformée de Fourier est nulle en dehors
de la bande de fréquence | ==, <[.

@ Condition nécessaire a la reconstruction de signaux
complexes : un signal numérique échantillonné peut étre
reconstruit si 'encombrement spectral (bande de
fréquence du spectre) du signal original est inférieur a we.
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Echantillonage
Blocage
Quantification

Systemes a temps discret

Blocage des signaux

Utilité d’un bloqueur :

@ Temps continu : nécessite une valeur d’entrée en

permanence.
@ = Ajout d'un bloqueur : maintien la valeur durant une
période.
X*(t) Xm(t)
H“ht it
ry - P 1
ofr W d N G
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Echantillonage
Blocage
Quantification

Systemes a temps discret

Blocage des signaux

Fonction de transfert d’un bloqueur :

A
ne
1

Bolt)

1 -T(t-T)

Transformée de Laplace d’un bloqueur :

—_e-Tp
_ %e—Tp - 1-e"7 (0)

Bo(p) = p

Tl
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Echantillonage
Blocage
Quantification

Systemes a temps discret

Quantification des signaux

@ Représentation numérique de l'information : valeurs
guantifiées

il ol

i

Ouantificotewr 3 bits
Ouantificatewr 3 bits

@ Variance E (b?) de I'erreur de quantification b :

a/2 a/2 2
E(b?) = / b2p(b)db = 1/ b2db — &
—q/2 q./-q2 12
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Définition et propriétés
Transformées usuelles

Transformée en z )
Laplace = Transformée en z

Définition et propriétes

Définition de la transformée en z :

(e}

S(z)=2(s(n)= > x(n)z™"

nN=—o0

Exemple : transformée en z d’'un échelon unitaire

[e.e]

U(z) = Z(u(n) = > x(n)z™"

n=-—o00
[o¢]

=> 2"
n=0

_
1-z-1
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Définition et propriétés
Transformées usuelles

Transformée en z )
Laplace = Transformée en z

Propriétés de la transformée en z

Propriétés de la transformée en z :
@ Linéarité :

Z(af(n) + Bg(n)) = az(f(n)) + 52(g(n))
@ Décalage temporel :
Z(f(n —k)) =z 2(f(n))
@ Multiplication par une exponentielle :

Z(a(n)) =F(z/a)
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Définition et propriétés
Transformées usuelles

Transformée en z )
Laplace = Transformée en z

Propriétés (suite)

Propriétés de la transformée en z (suite) :
@ Multiplication par la variable d’évolution :

k
Z(n*f(n)) = (—z:—z> Z(f(n))

Z(nf(n) = —z(?—zz(f(n)) (pour k =1)

@ Convolution :

Z(f(n) xg(n)) = 2(f(n))2(g(n))
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Définition et propriétés
Transformées usuelles

Transformée en z )
Laplace = Transformée en z

Propriétés (suite)

Propriétés de la transformée en z (suite) :
@ Théoréme de la valeur initiale :

= li = lim X
x(0) n|Ln0x(n) Jim. (2)
@ Théoreme de la valeur finale :

lim x(n) = I|m (z —1)X(z)

n—-+oo

@ Transformée inverse :
x(n) = 271(X(2)) = ziﬂjfcx(z)z”_ldz

En pratique, on utilise le tableau de correspondance apres
décomposition en facteurs premiers.
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Définition et propriétés
Transformées usuelles

Transformée en z ) .
Laplace = Transformée en z

Tableau des transformées en z usuelles

X(z) X(n)
1 (t) (Dirac)
1
— u(n) (Echelon
—_— a"u(n
l1—az-1 (n)
az~
_— na"u(n)
(1- az—l)2
L -z cosw coswgnu(n)
1-—2z1coswqg+z2 0
2”7 sinwo sinwpnu(n)
w
1-—2z1coswg+z2 0
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Définition et propriétés
. Transformées usuelles
Transformée en )
Laplace = Transformée en z

Utilisation des transformées en z usuelles

@ Formules de calcul directe des transformées en z :
complexe

@ Transformée en z inverse : complexe

@ Décomposition polyndmiale : assez complexe.

La transformée en z n’est pas un outil trés commode a
manipuler.

= |dée : utiliser la transformée de Laplace puis discrétiser les
filtres et correcteurs obtenus.
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Définition et propriétés
Transformées usuelles

Transformée en z 2
Laplace =- Transformée en z

Passage Laplace = Transformée en z :
3 formulations possibles

Equivalence de la dérivée (Euler) :

dX  Xn —Xp_1 1-z
at - T, - P
Transformation bilinéaire :
y'(n)+y'(n+1) Y'(z) 21-z71
= - D+T =
y(m =yn-1)+Te 2 - Y(z) Tel+z?

On obtient donc :

L 21zt Z@1+%s
Tel+z?t 1- s
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Définition et propriétés

. Transformées usuelles

Transformée en 2
Laplace =- Transformée en z

Exemple d’application : approximation d’Euler

Filtre numérique équivalent a un filtre passe-bas d'ordre 1 :

1

M) =177

On remplace s par son équivalent en z au sens d’Euler :

Te Te
1 le le
H(Z) = = = T = T
14—@1-zY Tef(; 74 _,1 Te f 1ozt
To ll Chs Te( ) il )
T Ty T, .
_ ~ T T
- T - T
T. 1 | (1mza-T) (1-a- )
1+—=)|1- T T T
-
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Définition et propriétés
Transformées usuelles

Transformée en z 2
Laplace =- Transformée en z

Exemple d’application : approximation d’Euler

Un filtre passe-bas d’ordre 1 peut donc se mettre sous la

forme :
Te
S(2) T
H(z) = =
E(2) (1—2—1(1 E))
Soit :
S(2) (l—z_l(l— %)) = E(z)TTe

Ce qui correspond a une implantation discréte de la forme :

T

s(n) = (l— T—:) s(n —1) + Te xe(n)
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Définition et propriétés
Transformées usuelles
Laplace =- Transformée en z

Transformée en z

Exemple d’application : transformée bilinéaire

Filtre numérique équivalent a un filtre passe-bas d'ordre 1 :

1
H(s) = 1+7s

On remplace s par son équivalent en z au sens de la
transformation bilinéaire :

H(z) = 1 _ Te(1+2z71Y) _ Te(1+2z71Y)
- 2r1—z1 7 Te(l4+z1)+2r(1—2z-1)  (Te+2r)+2z2-YTe —27)
Tel+z 1
Te -1 Te 1
1 Z—l (1+Z ) <
_( - )<Te+27)_ 2r \1+ 3¢

Te—ZT - Ti_
1 271 — 2T
* (Te+2r) 1+z 1<—Te >
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Définition et propriétés
Transformées usuelles
Laplace =- Transformée en z

Exemple d’application : transformée bilinéaire

Transformée en z

Soit :
Te

S(z) (1 -zt - %)) =E(z)(1 +Z_1)2T

Ce qui correspond a une implantation discréte de la forme :

sy = (1= 2 ) st - 4 Te . SO
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Définition et propriétés
Transformées usuelles

Transformée en z 2
Laplace =- Transformée en z

Comparaison Euler - transformée bilinéaire

Les implantations obtenues en comparant le transformée

bilinéaire et la transformée d’Euler sont tres proches.

Pour un filtre passe-bas du premier ordre par exemple :
@ Transformée d’Euler :

s(n) = (1— %) s(n—-1)+ % *e(n)

@ Transformée bilinéaire

Te . e(n)+e(n-1)

s(n):(l—E)s(n—l)—i-T 2

T

La transformée bilinéaire évite un déphasage d’'une demi
période d’échantillonnage de la sortie du filtre.
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Définition et propriétés
Transformées usuelles

Transformée en z 2
Laplace =- Transformée en z

Exemple d’application : correcteur PID

Correcteur PID dans le domaine de Laplace :
1
|

Ce qui donne avec I'approximation d’Euler :

Kp(1—271) + KiTe + $2(1 - 271)?

H(z) =
(Z) 1-z-1
Soit :
K K Ky .
S(2)(1-27Y) = E(2)  (Kp + KiTe + =2) + (—Kp = 229)z 71 4 2972
Te Te Te
Kg Ky
Sn—Sn 1+E (Kp+KTe+T )—l-En 1( K 2—)—|-En Z(T )
e
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Définition et propriétés
Transformées usuelles

Transformée en z 2
Laplace =- Transformée en z

Un dernier exemple d’application : filtre passe-haut

Filtre numérique équivalent a un filtre passe-haut d’ordre 1
en utilisant I'équivalence d’Euler :

H(s)

78
1+47s

On remplace s par son équivalent en z au sens d’Euler :

T

(1-z71

Te (1_271)
H(z) = = =
1+T—e(1—z_1) E_,_(l_zfl)
121 (@-zHa- )
= ~ B T
a+1ey 1= Z_i (1—2 1(1__))
1+=
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Définition et propriétés
Transformées usuelles

Transformée en z 2
Laplace =- Transformée en z

Un dernier exemple d’application : filtre passe-haut

a-291-2) g

H(z) = <1_Z_1(1_ E)> " E(2)

T

On en déduit I'implantation a temps discret :
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Définition et propriétés
Transformées usuelles

Transformée en z 2
Laplace =- Transformée en z

Intérét de la transformation bilinéaire :

@ Permet d'étudier les correcteurs dans le domaine de
Laplace.

@ Transformation simple : valable pour les pulsation
éloignees de T (cf Shannon...)

On se limitera dans ce cours a l'introduction de cette
méthode de détermination des correcteurs. En pratique, il
existe d'autres méthodes de synthéses de filtres directes, sans
avoir recours a la transformée de Laplace :

@ Filtres a réponse impulsionnelle finie (RIF) : trés simples et
inconditionnellement stables.

@ Filtres a réponse impulsionnelle infinie (RII) : un peu plus
complexe, et avec un risque d'instabilité
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Définition et propriétés
Transformées usuelles

Transformée en z 2
Laplace =- Transformée en z

Contraintes d’implantation des filtres numériques :

Les produits scalaires doivent étre implanté de maniére

efficace :
Tﬁﬁaﬁ

@ Lopération de base est la MAC : Multiplication et
Accumulation
@ Le décalage des données dans un registre a chaque
période doit étre également optimal
Les produits scalaires seront implanté efficacement dans un
type de processeur particulier disposant d’'un MAC en une
opération et d'un décaleur a barillet : le DSP (Digital Signal
Processor)
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Définition et propriétés
Transformées usuelles

Transformée en z 2
Laplace =- Transformée en z

Questions ?

® Questions
@ Contact : vgies@hotmail.com
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